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l1.Einleitung

Nichtlineare Modelle spielen bekanntlich innerhalb der Makro-
okonomie bzw. der Makro-Modellﬁkon@mie»einé eher unbedeutende

Rolle. Nach einer kurzen "Hausse" in den 40er und 50er Jahren,

die aufs Engste mit so namhaften Okonomen wie R.M.Goodwin,
J.R.Hicks, A.W.Phillips und nicht zu letzt mit N.Kaldor verbun-

den ist, verebbte das Interesse an der nichtlinearen Modellierung

im Rahmen der Makrotkonomie zusehens.

Neben einer Reihe von theoretisch wie auch empirisch fundierten
Erkldrungs-und Rechtfertigungsversuchen fiir dieses "Desinteresse"
(vergleiche dazu vor allem Rose (20), S.153) dirfte der wahre

Grund dafiir jedoch der sein, dal nichtlineare Modelle alles andere
als leicht zu formulieren sind, nicht zuletzt deshalb, weil seitens
dér .makrodtkonomischen Theorie kaum entsprechende Hilfestellungeh»'
etwa im Zusammenhang mit Spezifikationen von nichtlinearen Skonomischen
Beziehungen angeboten werdenh. Dariliber hinaus sind nichtlineare
Modelle auch mathematisch wesentlich schwerer zu behandeln als
lineare - ein Grund, der vielleicht noch mehr ins Gewicht f&allt

als der eben genannte.

Trotz oder gerade wegen des Siegeszuges des linearen Modells in der
theoretischen wie angewandten Makrodkonomie hat sich die Notwendig-
keit der Beriicksichtigung des "nichtlinearen Elements" in der Modell-
okonomie nie ganz verdré@ngen lassen.Die GewiBheit, daB bestimmte
makrookonomische Zusammenh&nge und Zust&dnde im Prinzip nichtlinearer
Natur sind und durch Linearisierung nur &uBerst unvollkommen - wenn
iberhaupt - angendhert werden konnen, hat sich in den letzten Jahren
nicht zuletzt wegen des engen und begrenzten Erkldrungspotentials

linearisierter Gkonometrischer Makromodelle eher noch verst#rkt.



Dies und die jingsten Entwicklungen im Bereich der angewandten

Mathematik (z.B. Katastrophentheorie, Synergetics), die eine

einigermaBen hinreichende formale Analyse von bestimmten Klassen
rnichtlinearer, dynamischer Modelle erm8glichen, haben insbesondere in .den
letzten Jahren wiederum zu einer gewissen Renaissance des Interesses

an diesem Bereich der Modelldkonomie gefﬁhrt.l) i ‘

Der unmittelbar theoretisch-analytische Nutzen dieses .non-linear-
approach in der Makrodkonomie liegt bekanntlich in erster Linie im
~heuristischen bzw. propddeutischen Wert dieser Modelle.

Gerade mit Hilfe einfacher nichtlinearer Modelle konnten oftmals
bestimmte relevante Gkonomische Zusammenhinge und Phanomene, die

im Rahmen linearer Modelle nicht erkl&drbar bzw. analysierbar sind,
in ihren wesentlichen Strukturen auf (noch) relativ einfache und
Uberschaubare Weise beschrieben und analysiert werden (man denke

in diesem Zusammenhang vor allem an die nichtlinearen Konjunktur-
modelle .von R.M.Goodwin (11) bzw. N.Kaldor (16)).

In der vorliegenden Notiz soll nun in dem eben angedeuteten Sinne
anhand eines einfachen Konjunkturmodells von primir heuristischem
Wert ein bisher theoretisch und analytisch wenig beachtetes Problem,
namlich das, sich von linearen, stochastischen Modellen grunds&tz-
lich unterscheidende : "Wechselspiel" von Zufall und Notwendigkeit

in einem nichtlinearen, stochastischen Makromodell auf (noch) relativ
einfache und lberschaubare Weise beschrieben und analysiert werden.
Als Referenzmodell flir dieses "Demonstrationsexperiment"” wihlen wir
das berihmte, nichtlineare Konjunkturmodell von N.Kaldor (16 ), aller-
dings in der Version von H.Varian (23 ) als elementares Katastrophen-
modell (im folgendén kurz: K-V-Modell genannt).

s

1) Siehe dazu Boldrin (1), Gandolfo ( 8 )s Medio (18), Varian (23)



Die Notiz ist im einzelnen wie folgt strukturiert: Im 2.Abschnitt
wird eine kurze, kursorische Darstellung des urspriinglichen
Kaldor-Modells und der, die Intension des Kaldor-Modells er -
weitenden Modell-Version von H. Varian (23 ) gegeben. Das 3.

Kapitel ist zur Ganze der einfachen, stochastischen Erweiterung

des K-V-Modells gewidmet. Im letzten Abschnitt werden einige
Implikationen des Zusammenwirkens von "Zufall" und "Nichtlinearitat"
im Rahmen dieses Modells diskutiert, insbesondere, daB Zufalls -
schwankungen zu qualitativen Systeminderungen fiihren bzw. soge-

nannte Verzweigungen beeinflussen kdnnen.

2. Das K-V-Modell

Das urspriingliche Kaldor'sche Konjunkturmodell wurde von H.Varian (23 )
in Anlehnung an Chang/Smyth ( 2 ) durch die folgenden zwei nicht -

linearen Differentialgleichungen dargestellt:

(1) y o= lely) + ily,k) -y =00
(2) k = ily,k) - kg

o o.= 4y ¢ .= dk
(3) y == 3f » K

Todt

wobei y fir das gesamtwirtschaftliche Volkseinkommen, k fiir den ge-

fir die autonomen, effektiven
2)

samtwirtschaftlichen Kapitalstock, kD

Abschreibungen und t fir den Zeitparameter steht.

2) Die Annahme autonomer Abschreibungen bzw. vom Kapitalbestand
unabh@ngiger Ersatzinvestitionen ist eine ausschlieBlich tech-
nische um die Existenz genau eines Gleichgewichtszustandes zu
garantieren (siehe dazu Chang/Smyth (2 ) S. 39 ff bzw. Varian (23 )
S. 25 ff bzw. FuBnote 3 )



3)
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Der Parameter 2> 0 repridsentiert den Anpassungsgeschwindigkeits-
koeffizienten.

Die Konsumfunktion, reprdsentiert durch c(y), erfillt die Stand-
ardbedingung , die iiblicherweise an Konsumfunktionen gestellt
wird:. 0 < Cy <1 .

Das Besondere an diesem Modell ist jedoch die Investitionsfunktion
i(y,k). Kaldor unterstellte eine nichtlineare Beziehung zwischen
den Brutto-Anlageinvestitionen i und dem Einkommensniveau y, als
MaBB fir das tkonomische Aktivitadtsmniveau einer Volkswirtschaft.
In concreto unterstellte er einen logistischen Kurvenverlauf der
Investitionsfunktion in vy.

Im Detail sehen die Spezifikationen beziiglich i(y,k) folgender-

maBen aus:j) '
(4) i >0, i >0 firy<y , i <0 firy >y
Y Yy yy
(5) i, <0
(6) Loy - iy =0

Hinsichtlich der Spezifikationen (4) der Investitionsfunktion

von Kaldor gilt im besonderen, was H.Varian (23) fir das gesamte
Modell vermerkt : "However, the hypothesis of the model are neither
derived from microeconomic models of maximizing behaviour, nor are
they subjected to serious empirical testing. The hypothesis are not
without economic plausibility, but they are far from being established
truths."( Varian (23), S. 14). Dieses Zitat von H.Varian verdeutlicht
dariiber hinaus exakt das, was wir im vorliegenden Zusammenhang unter ei-
nem Modell von vorwiegend heuristischem Wert verstehen. Beziiglich
einiger weiterer theoretischer Probleme im Zusammenhang mit der
Struktur und den Grundannahmen des K-V-Modells sei ebenfalls auf

die entsprechenden Passagen in Varian (23 ) verwiesen.



Die ungewdhnliche Spezifikation der Investitionsfunktion begrindete
N. Kaldor im wesentlichen mit dem "Plausibilitd@tsargument", daB
bei einem geringen gesamtwirtschaftlichen Aktivitdtsniveau die
marginale Investitionsneigung gering ist auf Grund der vorhandenen
UberschuBkapazitdten. Bei einem hohen Aktivitatsniveau, also in
der Boomphase beeintrdchtigen die hohen Realldhne und Zinssatze
die Investitionsneigung.

Unterstellt man nun mit H. Varian (23) der Einfachheit halber eine
in y 1lineare (ex-ante-) Sparfunktion s(y), so 138t sich unter Be-
ricksichtigung der Spezifikation (4) und (5) die Menge all jener
(y,k)-tupel in der (y,k)-Ebene unmittelbar geometrisch ableiten,
die die Gleichgewichtsbedingungen i = s erfillen (dies ist durch
die Annahme eines sehr groBen Adjustment-Koeffizienten N>>-0 in

(1) "quasi" std@ndig gegeben).

Abbildung 1

4) Vgl. dazu Kaldor (16), S. 81



Wie aus Abbildung 1 ersichtlich ist, existieren flr ein bestimmtes
Intervall, nennen wir es (ka,kb),_drei unterschiedliche Gleichge-~ -
wichtszustande. Jeweils zwei Fixpunkte uzw. auf niedrigem bzw. hohem
Aktivitdtsniveau (A,B in Abbildung 1) sind lokal dynamisch stabil,

der Gleichgewichtszustand auf mittlerem Aktivitdtsniveau (C in Ab-
bildung 1) ist lokal dynamisch instabil, wie sich leicht mit Hilfe

der linearen Stabilitdtsanalyse zeigen 18Bt. Dahinter steht bzw.
verbirgt sich die Annahme, daB die marginale Sparneigung nur in

einem bestimmten Intervall kleiner ist als die marginale Investitions-
neigung. Dies bedeutet filir die ;:D—Kﬁrve in der (y,k)-Ebene, daB

sie fir yé,(ya,yb), dem zu (ka’kb) korrespondierenden Intervall

auf der y-Achse, streng monoton steigt, fir yég(ya,yb) hingegen

streng monoton féllt.s) '
Die ;=O—Kurve ist hingegen, wie unter den gegebenen Annahmen un -
schwer zu sehen ist, in der (y,k)-Ebene streng monoton steigend.

Ein wichtiges Ergebnis in diesem Zusammenhang ist nun, daB unter den
vorliegenden Annahmen, insbesondere hinsichtlich der Konsumneigung(d.h.
0 < cy < 1 bzw. sy >0 ), fﬂré?as dynamische System (1) und (2)

Das heiBt, die beiden Gleichgewichtskurven y=0 bzw. k=0 kreuzen

genau ein Fixpunkt existiert.

sich genau einmal (siehe Abbildung 2)

5) Siehe dazu Chang/Smyth ( 2 ) bzw. Ursprung (22), S. 284 ff

6) Den genauen mathematischen Beweis hierfiir entnehme man Varian (23),
bzw. Chang/Smyth (2 ).



Abbildung 2

Kaldor untersuchte nun in seinem berihmten Artikel nur das qualitative
Verhalten des dynamischen Systems bei Vorliegen eines dynamisch
instabilen Gleichgewichts, d.h. den Spezialfall, daB die L:O -
Kurve die ;=O—Kurve im monoton steigenden Bereich kreuzt (siehe

in Abbildung 2 LK=D). Kaldor vermutete unter geringfiigig unter-
schiedlichen Modellbedingungen als den hier vorliegenden , jedoch
unter den gleichen dynamischen Standardbedingungen wie sie im
Phasendiagramm der Abbildung 2 bzw. in den Gleichungen (1) und (2)
dargestellt sind, ein permanentes Oszillieren des Systems um diesen
Fixpunkt. Den rigorosen Beweis fir die Existenz eines Grenzzyklus
und dessen Persistenz mit Hilfe des Poincare-Bendixson-Theorems
haben jedoch erst Chang/Smyth ( 2 ) gefihrt.

H.Varian ging nun im Gegensatz zu N.Kaldor bzw. Chang/Smyth von
einem dynamisch stabilen Gleichgewicht aus uzw. von einem Gleichge-
wichtszustand, der auf dem "oberen" Ast der ;=G-Kurve lokalisiert.
Dies bedeutet gebmetris?h, wie in Abbildung 2 durch Qv=0-Kurve dar-
gestellt, daB sich die k =z0-Kurve und die y=0-Kurve im Gleichge-
wichtsbereich  fir y > Yp kreuzen, also im Bereich der "htheren"
Aktivitatsniveaus.

7) H.vVarian (23) begriindet diese "Ausgangssituation"-etwas sophisticated-
damit, daB "(1) regular cycles seem to be incompatible with rational
economic behaviour, and (2) there is little statistically significant
evidence for a business cycle anyway. However, there does seem to be
some evidence for a kind of 'cyclic behaviour' in the economy".

Varian (23), S. 20



H.Varian geht weiters davon aus, daB dieser Gleichgewichtszustand
((y*,k*) in Abbildung 2) ein "long run equilibrium" (oder ein
"long run equilibrium growth path") ist, das lokal stabil, jedoch
global instabil ist. Sinnvollerweise wird daher angenommen, dal
(y*,k*) im bimodalen Bereich liegt, d.h. k*g(ka,kb).

Durch die Interpretation der Variablen y als sogenannte schnelle
Variable, gewdhrleistet durch einen sehr groBen Adjustment -
koeffizienten . >> 0, und des Kapitalstocks k als sogenannte
langsame Variable bzw. als "Parameter" 18Bt sich nun die kurz-
fristige Gleichgewichtskonfiguration des derart reduzierten

dynamischen Systems als sogenannte Doppelfaltenkatastrophe deuten.
Oder anders formuliert: Die kurzfristige Gleichgewichtskonfiguration
des derart reduzierten dynamischen Systems (gemeint ist die ;:D—Kurve
in Abbildung 2) ist topologisch #quivalent der Gleichgewichts -
konfiguration einer Doppelfaltenkatastrophe in kanonischer Form im
Sinne der elementaren Katastrophentheorie.a)
Die unterschiedliche Dynamik des Systems (1) und (2) kann nun vor
dem Hintergrund dieser zus&dtzlichen Modellannghmen wie folgt inter-
pretiert werden: Die "schnelle Dynamik" der Gleichung (1) bestimmt
die "kurzfristige" Gleichgewichtskonfiguration y=0 des Modells,
widhrend die "langsame Dynamik" der Gleichung (2) den FluB auf der
Gleichgewichtskurve ;:0 steuert.g)
Das K-V-Modell stellt damit im wesentlichen eine einfache formale
Beschreibung sowohl der plausiblen, von A.Leijonhufvud (17 ) stammen-
den “Hypothese der sogenannten Korridorstabilitdt (Varian (23),

S. 21 "small shocks are dampened out, but large shocks may be
amplified"), als auch der sogenannten Uberinvestitionshypothese der Kon-

Junkturtheorie dar.lo)

8) Vgl. dazu vor allem Ursprung (22 ), S. 283 ff bzw. Zeeman (25 ),5.66
9) Vgl. dazu Ursprung (22 ), S. 292

10) Varian (23), S. 21 : "Suppose for some reason firms acquire
too much capital, perhaps by overinvesting in inventories. Then
the investment function might shift down so far that the only
short run equilibrium level of income would be very low. As in-
ventories are gradually decumulated, k falls and investment begins
to recover. At a critical value of k, income jumps rapidly back
to the upper leaf and k eventually returns to its long run

equilibrium level."
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Das hier kursorisch dargestellte Modell hat H.Varian (23) durch
die Bericksichtigung einer Vermdgensanpassungsfunktion bzw. einer
Vermdgensvariable, die er im Sinne der elementaren Katastrophen -
theorie als Spaltfaktor bzw.-variable interpretiert, erweitert.ll)
Das derart erweiterte Modell 188t sich als sogenannte Spitzen -
katastrophe im Sinne der elementaren Katastrophentheorie inter -
pretieren, an dem H. Varian die unterschiedlichen Bedingungen von
Rezession und Depression im Rahmen dieses Modells sehr elegant be-
schreibt.

Fiir die stochastische Erweiterung des K-V-Modells im n#dchsten, Ab-
schnitt Wollen wir uns jedoch aus Grinden der einfacheren, geo -
metrischen Darstellung nur auf das "Rezessions-bzw. Faltenmodell "
beschrédnken, nicht zuletzt auch deshalb, weil sd@mtliche SchluB-
folgerungen im wesentlichen auch fir das "Depressions—bzw.Spitzen—

modell"™ gelten.

3. Eine einfache stochastische Variante des K-V-Modells

Die Interpretation des Kaldor-Modells als Faltenkatastrophe im Sinne
der elementaren Katastrophentheorie erméglicht nun zwei Vereinfach-
ungen gegeniiber der urspringlichen Formulierung des K-V-Modells,

die die weitere formale Behandlung und Vorgangsweise nicht unwesent-
lich erleichtern.

Zum einem 148t sich das dynamische System (1) und (2) durch die
"Katastrophenmodellierung" von Varian formal wie .ein Gradientensystem
behandeln.lz) Diese speziellen dynamischen Systeme zeichnen sich
bekanntlich durch ihre besonders einfache mathematische Struktur
aus, die sich unter anderen darin ausdriickt, daB die qualitative
Analyse von Gradientensysteme sich auf die Untersuchung der je -

weiligen Potentialfunktion reduziert, die den FluB dieses Systems

11) Siehe Varian (23), S. 22 ff.

12) Die elmentare Katastrophentheorie beschrénkt sich ausschlieB-
lich auf die Analyse dynamischer Systeme, deren FluB3 von einer
Potentialfunktion geleitet wird. Das Standardbeispiel fir ein
derartiges System ist bekanntlich das Gradientensystem. Vgl.
dazu Ursprung (22), S. 19 bzw. 110 ff.



steuert.lj)

Modelldkonomisch mtge man sich im vorliegenden Zu-
sammenhang diese, den FluB bzw. die Dynamik des K-V-Modells

hin zu den lokal stabilen, kurzfristigen Gleichgewichtszu -
stdnden steuernde Potentialfunktion, als eine Art gesamtwirt-
schaftliche Kostenfunktion wvorstellen.

Die zweite "Vereinfachung", die wir vornehmen, bedeutet eben -
falls gegeniiber dem urspriinglichen K-V-Modell hinsichtlich

seines qualitativen Verhaltens keine Modifikation bzw. Ein-
sbhrénkung. Wir machen im folgenden nur explizit von der Még-
lichkeit im Rahmen der elementaren Katastrophentheorie Gebrauch,
anstelle des urspriinglichen Katastrophenmodells eine, der -dazu
topologisch dquivalenten sogenannten typischen Grundformen der
Doppelfaltenkatastrophe zu betrachten. Dies hat den ungeheuren
analytischen wie didaktischen Vorteil, daB sich die Analyse-des
K-V-Modells bzw. des qualitativen Verhaltens seiner kurzfristigen
Gleichgewichtszustédnde. (d.h. ;:U—Kurve) in Abh#ingigkeit von der
langsamen Variablen k auf die Analyse etwa der (parameterabh&ngigen)
Singularitédtsstruktur eines Polynoms &4.Grades oder der parameter-
abhangigen, stationdren Ldsungen eines , im Sinne der elementaren

Katastrophentheorie typischen Gradientensystems reduziert;la)

13) Ein dynamisches System (in Vektornotation) x=f(x,a) auf X:RT

fiXxA f’Rn, x:F(x,a),‘A:Rm sei der Parameterraum, wird Gradienten-
system genannt, wenn eine Cl-Funktion V:XxA = R existiert, die
folgende Bedingung erfillt: x = - DV(x,a), D reprdsentiert den

Differentialoperator. Die Funktion V heiBt Potentialfunktion.
Hinsichtlich einiger weiterer, formal sehr angenehmer Eigen-
schaften dieser speziellen dynamischen Systeme sei auf das ent-
sprechende Kapitel von Hirsch/Smale (14 ) bzw. auf den Ubersichts-

artikel von H.Varian (24 ) verwiesen.

14) Im Rahmen des zentralen Theorems der elementaren Katastrophen-
theorie, dem Klassifikationstheorem, wird gezeigt, da@ fir
Gradientensysteme mit einer unbeschré@nkten Anzahl von Zustands-
variablen, jedoch htchstens 5 Parametern lokal, d.h. in der Um-
gebung von Katastrophenpunkten, im Zusammenhang mit den Gleich-
gewichtsflichen sieben sogenannte Elementarkatastrophen existieren,
die sich durch einfache mathematische Konstrukte, den sogenannten
typischen Grundformen oder den kanonischen Formen, beschreiben
lassen. Vgl. dazu z.B. Fischer (5 ), S. 8; Ursprung (22) S.110;
Zeeman (25), S.90 .
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Das bedeutet im vorliegenden Zusammenhang, daB wir die wichtigen
qualitativen Aspekte des K-V-Modells anhand der folgenden nicht-
linearen, "konkreten" Differentialgleichung, die, wie sich leicht
zeigen 18B8t, sdmtliche Eigenschaffen eines Gradientensystems auf-

weist, analysieren konnen

. 3
(1) y=—ky—ay2—by

k;a,b > 0 , Parameter

y(0) = y, - Anfangsbedingung

Die Menge der stationd@ren L&sungen dieser nichtlinearen Differential-
gleichung uzw. in Abh#ngigkeit des Parameters kg(-oe,+ 0 ), der auch
im vorliegenden Zusammenhang den realen Kapitalstock symbolisiert,
ist bei Konstanz der beiden anderen Parameter a,b>0 topologisch
dquivalent bzw. qualitativ gleich der y-g-Kurve des Referenz-
modells in der (y,k)-Ebene.159
Die Gleichung (1') kann somit im vorliegenden Zusammenhang als eine
Art "phdnomenologischer Gleichung" betrachtet werden.

Die mit dem einfachen Gradientensystem (1') korrespondierende,
"phinomenologische" Potentialfunktion 1&8t sich nun folgendermaBen

anschreiben

k 2 a 3 b 4
1 - —— —
(2") V(y,k) = oY+ YT+ Y

In Abbildung 3 sind einige der fiir das K-V-Modell typischen Graphen
der Potentialfunktion, allerdings koordinatentransformiert, in Ab-

hiangigkeit der langsamen Variablen k dargestellt.

15) Dies ist mit Hilfe des Konzeptes der topologischen Rechts-
Links-Aquivalenz sehr leicht nachzuprifen. Zum Konzept der

Rechts-Links-Rquivalenz siehe z.B. Ursprung (22), S.42



Abbildung 3

VoA k<k Va k=k v A k <k < (ka+kb)/2
(a) v (b) v (c) ¥

VA k=(ka+kbv)/2 VA (ka+kb)/2< k<k, VA =k,
@ 5 (e) 7 I

Wie aus dieser Darstellung zu sehen ist, korrespondiert die Sin-
gularitédtsstruktur der Potentialfunktion mit der Gleichgewichts-
kurve y=0 der Abbildung 2. Das schwarze "Kﬁgelchen"vin Abbildung 3
symbolisiert die jeweilige Gleichgewichtslage der schnellen Variablen
y, die - und .dies ist typisch fir Gradientensysteme - jeweils einem
lokalen Minimum der Potential-bzw.Kostenfunktion entspricht.

Die Zustandsvariable y verharrt so lange an diesen, allerdings in-
Abhi@ngigkeit vom Parameter k sich kontinuierlich verdndernden Gleich-
gewichtszustand bis dieses lokale Minimum verschwindet (siehe Ab-
bildung 3 ( f)). A

Diese Eigenschaft eines Gradientensystems wird im Rahmen der
elementaren Katastrophentheorie als sogenannte Delay-Convention

oder -Rule bezeichnet.

Das Verschwinden bzw. Verschmelzen eines lokalen Minimums und lokalen
Maximums einer Potentialfunktion zu einem kritischen Wendepunkt ver-
ursacht nun jeﬁen diskontinuierlichen Wechsel der Gleichgewichts -

lage, der als Elementarkatastrophe bezeichnet wird (siehe Abbild-
' v 13)
ung 3 (f)).

13) Das Auftretén von Elementarkatastrophen ist formal gleichbe-
bedeutend mit folgender Bedingung: Vy:Vyy:U
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Modelldkonomisch haben diese Elementarkatastrophen bzw Katastrophen-
punkte im vorliegenden Zusammenhang die Bedeutung eines oberen bzw.
unteren Wendepunktes, wie bereits im Abschnitt 2 betont wurde.

Nach diesen Vorbemerkungen kdnnen wir nun die stochastische Er -
weiterung des K-V-Modells in Angriff nehmen.

Die Annahme Uber die unterschiedliche Reaktionsgeschwindigkeit
hinsichtlich der Variablen y, dem Volkseinkommen und der langsamen
Variablen k, dem Kapitalstock, legen nun nahe, daveon auszugehen,

daB die zufalligen Stﬁrungen'bzw. Zufallsschocks lediglich die
schnelle Variable y bzw. die schnelle Dynamik, représentiert

durch die Gleichung (1) des K-V-Modells, beeintrédchtigen, jedoch
einen vernachlédssigbaren EinfluB auf die langsame Variable k des
Modells hagben.

Diese zusdtzliche Vereinfachung erlaubt es nun, die Stochastisierung
des K-V-Modells, stellvertretend fir das (urspringliche) K-V-Modell
an dem "reduzierten", dynamischen System (1') vorzunehmen.

Die Stochastisierung soll nun auf die denkbar einfachste Art und
Weise erfolgen, ndmlich durch einen additiven stochastischen Term,
der den klassischen Bedingungen des GauB'schen white-noise-Prozess
gehorcht.

Formal bedeutet dies, daB wir es mit einer nichtlinearen Differential-
gleichung mit einem stochastischen, inhomogenen Teil zu tun haben,

wobei letzterer folgenden klassischen Bedingungen geniigt

(3') dy = (- by3 - ay2 - ky)dt + dB(t)

(41) EidB(t)E -0

2

(51) EldB(t)“]= Q-dt , QeR und fest
L. -



Die Gleichung (3') ist formal ein (einfacher) Reprédsentant einer
speziellen Klasse von stochastischen Differentialgleichungen,
die vor allem in der Kontrolltheorie, aber auch in der Kommunikation-

.17) Diese Klasse von sto-

theorie eine bedeutende Rolle spielt
chastischen Differentialgleichungen wird Ublicherweise "vom Ito-

Typ" genannt.

Die vorliegende "Ito-Gleichung" (3') beschreibt nun einen speziellen
stochastischen Prozess uzw. einen Wiener - oder sogenannten Brown'
schen Prozess.lB) .
Geometrisch bedeutet dies im Sinne der "Potentialfunktion-Dar-
étellung"der.Abbildung 3, daB das "scharze Kigelchen" durch
Zufallsschocks aus der Gleichgewichtslage weg bewegt wird, jedoch
gleichsam durch die deterministische Potential-bzw.Kostenfunktion immer

wieder zur Gleichgewichtslage zuriickgefiihrt wird (siehe Abbildung 4).

Abbildung 4

Viy,k)4

k<<ka
k>>k

L 4

17) Vgl. dazu Scong (21), S. 119
18) Siehe Socong (21), S.183
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“Man kann sich diesen, in Abbildung 4 dargestellten Prozess als
permanentes Zittern um einen lokal stabilen Fixpunkt vorstellen.
Im Zusammenhang mit der stochastischen Erweiterung in Gestalt

der Ito-Gleichung (3') ist nun imAGegensatz zum deterministischen
Fall nicht mehr die einzelne Trajektorie respektive die Gleichge-
wichtstrajektorie von y von Interesse, sondern vielmehr die ge-
samte "Trajektorien-bzw. Losungskurvendichte" und deren Ver&dnderung
in Abhdngigkeit des Kontrollparameters k, dem Kapitalstock.

Oder anders formuliert: Im Zusammenhang mit (3') ist nun vor allem
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen y und deren
Verdnderung in Abh&ngigkeit des Parameters k und hier insbesondere
die "Gestalt" der Dichte in der N&dhe der beiden konjunkturellen
Wendepunkte von Interesse.

Zur formalen Behandlung dieser Problemstellung verwenden wir nun

folgendes Theorem aus der Theorie der Ito-Gleichungen

Theorem: Es sei f(y,t/yo) die Dichte der Zufallsvariablen y zur
Zeit t>0, gegeben die Anfangsbedingung y0=0, t0=0.

Seil nun

(1%) dy(t) = g(y(t),t)dt + dB(t)

eine Ito-Gleichung (d.h. E[dB(t)]= 0, E {dB(t)ZE - Qg.dt)
mit der Anfangsbedingung y(0) = Yg? dann existiert fir
die Ubergangsdichte,%{ die folgende deterministische

partielle Differentialgleichung

” 3 - . 5 2
(20)  TELEL o L 2 Tgry(6),0)f(y,0)] + 300 F(y,t)
3y

Die Gleichung (2%) heiBt Fokker-Planck-Gleichung.

Ein Beweis dieses Theorems findet sich in Soong (21 ), 7. Kapitel



Die Fokker-Planck-Gleichung - formal eine spezielle Vorwéarts-
Kolmogoroff-Gleichung fir den vorliegenden Markoff-Prozess -
hat nun im Zusammenhang mit der stochastischen Differential-

gleichung (3') folgende Gestalt

: G - , . 9
(6") “ﬁu‘fgt—)' = -5 (-by’-ay®-ky) fly,t) + 2.0 —5 fly,t)

-y

Aus (3') ist ersichtlich, daB der deterministische Teil der
stochastischen Differentialgleichung‘Akeine Funktion der Zeit ist.
Unter diesen Bedingungén ist es gerechtfertigt, davon auszugehen,
daB der vorliegende, sgezielle Markoff-Prozess y(t) in eiq "steady
state" lbergeht (auf alle Fidlle jedoch dann, wenn [t-tolaeo ).
Dies bedeutet, daB wir vereinfachend die Dichte f als unabhédngig
von der Zeit und von der Anfangsbedingung annehmen kdnnen, woraus
unmittelbar %% = 0 folgt.

Wir sind somit im Zusammenhang mit der Fokker-Planck-Gleichung
(6'") nur an der stationdren L&sung d.h. an der steady -state-

Verteilung fs(y) interessiert.

Die stationidre Ldsung der Fokker-Planck-Gleichung (6') - nunmehr
degeneriert zu einer gewdhnlichen Differentialgleichung - ist nun
18)

mit Hilfe gewdhnlicher Methoden erhdltlich.
Die stationdre Ldsung von (6') bzw. die steady-state-Verteilung
fS(y,k) hat nun folgende Gestalt

Y -

' i
(7") fs(y,k) = E-EXP < 2 (-bSB-asz—ks)ds t , c-konstant

Q . Q
;.' D

wobei fs(y,k) sinnvollerweise folgende Randbedingungen erfiillt

' T em -
(8") fs(,— ) =0
y
df (y,k)
(91) —  _(Yroy =g
7

18) Siehe Soong (21), S. 197



‘Da wir von einem Gradientensystem ausgegangen sind, d.h. y = -DV(y,k),
188t sich die station#@re L&sung der Fokker-Planck-Gleichung (7')

folgendermaBen formulieren

(10") fs(y,k) = N exp-{- % V(y,k)}
Der Term N:% représentiert den Normierungsfaktor, der die folgende

wahrscheinlichkeitstheoretische Konvention garantieren soll

+00

(11') ffs(y,k)dy = 1

=00

Aus (10') ist nun unmittelbar ersichtlich und leicht nachvollzieh-
bar, daB zwischen der deterministischen Potentialfunktion V(y,k)

und der steady-state-Verteilung fs(y,k) eine Beziehung besteht, die
man sich anschaulich als eine, durch Q verzerrte Horizontalspiegelung
vorstellen kann. Die steady-state-Dichte ist geometrisch ident mit
der, durch den (von der "St#drke" des Noises, ausgedriickt durch Q,
abhdngigen) Faktor N normierten,"auf den Kopf gestellten" Potential-
funktion V(y,k). Das bedeutet insbesondere, daB die Singularitits-
struktur der Potentialfunktion und der steady-state-Verteilung im

Sinne von mode und antimode iibereinstimmen (siehe Abbildung 5).

Allerdings hangt - wie bereits erwdhnt - die genaue Gestalt der
steady-state-Verteilung Fs(y,k) von der jeweils gegebenen GroéBen-

ordnung der Diffusionskonstanten Q ab.

In Abbildung 5 ist eine Serie von méglichen steady-state-Dichten

fir verschiedene Parameter k, jedoch konstanten Diffusionsterm @
abgebildet.

Die inverse Ubereinstimmung der Singularitédtsstrukturen ist natir -
lich eine Konsequenz der rigiden Annahmen hinsichtlich des sto -
.chastischen Terms, insbesondere die einer konstanten Varianz.

Wsre Q keine Konstante, sondern eine Funktion der Zufallsvariablen
¥, so widre die Ubereinstimmung von "mode und antimode™ - wie ieicht

zu zeigen ist - im allgemeinen nicht mehr gegeben.lg)

19) vgl. Cobb/Watson (4), S. 313



Abbildung 5

In Abbildung 5 ist der meritorische Unterschied zum deterministischen

K-V-Modell nun deutlich zu erkennen. Im K-V-Modell gilt - wie be-
reits oben erwdhnt - die fir elementare Katastrophenmodelle typische
Delay-Convention.

Das entgegengesetzte Extrem zur Delay-Conventicn ist die sogenannte
Maxwell-Convention. Nach dieser Konvention oder "Rule" tendiert das
dynamische System dorthin, wo die Potentialfunktion ihr globales
Minimum hat.zo)
Im stochastischen K-V-Modell, insbesondere unter den vorliegepnden
stochastischen Annahmen gilt nun nichtmehr die Delay-Convention
der deterministischen Katastrophentheorie, aber auch nicht das
andere Extrem der Maxwell-Rule. Zwischen diesen beiden Extremen
liegt im vorliegenden Zusammenhang gleichsam die Fokker-Planck-
Gleichung (6'). |

20) Siehe zu diesen beiden Xonventionen vor allem Gilmore (10),S.146
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Je nach der "Stdrke" des Noises tendiert im vorliegenden Fall das
dynamische System bzw. die schnelle Variable y einmal mehr dazu,

sich eher an der Delay-Convention, das andere Mal sich eher mehr an
der Maxwell-Rule zu orientieren.

Dies bedeutet im Klartext, dall im vorliegenden Zusammenhang im Gegen-
satz zum deterministischen Modell es nicht mehr méglich ist, eine
Bifurkations- oder Katastrophenmenge zu definieren. Die Katastrophen-
menge, die im Rahmen des K-V-Modells gleichgedeutend ist mit der
Menge der konjunkturellen Wendepunkte, ist in der vorliegenden

Version gleichnsam zu einer fuzzy set degeneriert.Zl)

Es treten somit im Rahmen dieses stochastischen Modells nicht
nur bei den Parameterkonstellationen ka und kb Katastrophen
bzw. spontane konjunkturelle Verdnderungen (Rezession oder Auf-
schwung)-wie im deterministischen Fall -auf, sondern es kann
nunmehr bei sdmtlichen Parameterwerten kg{ka,kb] zu derartigen4
qualitativen System@inderungen kommen, allerdings mit unter-
schiedlichen, von der GrdB8enordnung der Diffusionskonstanten

Q abhéngigen Wahrscheinlichkeiten.

4., Zu einigen Implikationen des stochastischen K-V-Modells

Die interessanteste. und vielleicht zentrale Implikation der vor -
liegenden stochastischen Version des K-V-Modells ist die in den
Graphen der Abbildung 5 deutlich zum Ausdruck kommende unterschied-
liche Bedeutung der erratischen Schwankungen fir den jeweiligen
Systemzustand bzw. fir die "Konjunkturlage", die das Modell je -
weils gerade einnimmt. In die.em letzten Abschnitt soll nun dieser
besondere Aspekt dieses nichtlinearen stochastischen Konjunktur -
modells anhand der Abbildung 5 noch etwas ausfihrlicher in modell-
dkonomischer Hinsicht kommentiert werden. Nicht zuletzt deshalb,
weil sich darin der fuq&ETSEta%i Unterg&hlﬁikgu¥deg.llnearen,
stochastischen Modellen am deutlichsten manifestiert.
Erratische Schwankungen bzw. Zufallsstgagagizxu?quqifsnwﬂizhiqg
auf die Zustandsvariable in linearen Modellen sind grundsdtzlich
mit den Wirkungen von Zufallsstdrungen auf die endogene, schnelle
Variable y vergleichbar, wenn der Systemzustand des vorliegenden

nichtlinearen Modells sich "sehr weit" von den Bifurkationspunkten

d.h. auBerhald des bimodalen Bereiches befindet.

21) Vgl. Gilmore (10), S. 146

J\,W/f,(_’\ L\JJ\,\;( Wy L R



- 20 -

Diese Systemzustdnde sind vergleichbar mit jenen in Abbildung 4
bzw. in Abbildung 5 ( a ) dargestellten. Fir die Parameterkonstel-
lationen k <X ka bzw. k >> kb nimmt die Trajektoriendichte die
Gestalt einer normalverteilungs&hnlichen Verteilung bzw. die damit
korrespondierende Potentialfunktion ein "U-shape" an.

Wie ebenfalls unmittelbar in diesen Abbildungen zu sehen 1ist, k&nnen
in einem derartigen Modellkontext die Zufallsschwankungen zu keinen
qualitativen Systeminderungen im Rahmen des K-V-Modells fiuhren,
sondern lediglich im Sinne des konjunkturtheoretischen Konzeptes
der "Theory of Erratic Shocks" zu Schwankungen um einen stabilen
Gleichgewichtspunkt.

Diese Modellsituation ist - wie bereits erwdhnt - typisch fur
stochastische, lineare Konjunktur-bzw. Makromodelle, jédodh\iwwfé
die Graphen in Abbildung 5 zeigen - untypisch fir nichtlineare
Modelle des vorliegendeh Typs. Befindet sich n&@mlich die Zustands-
variable y im bimodalen Bereich, d.h. ke(ka,kb) bzw. liegt dort

der "langfristige Gleichgewichtszustand”, wie im Rahmen des K-V-
Modells angenommen wird, so @ndert sich die modellendogene Be -
deutung zufdlliger Schwankungen fir qualitative Systemé@nderungen

im Rahmen dieses Modells entscheidend.

Zufellige Schwankungen kSnnen im Rahmen des vorliegenden Modell-
typs, befindet sich der Systemzustand im bimodalen Bereich -
wie oben bereits erwiZhnt- konjunkturelle Verzweigungen d.h.
qualitative Systemdnderungen verursachen. Die Waghrscheinlich-

keit dafir hingt natiirlich von der Stidrke bzw. GrdBenordnung des
Noises ab. Das bedeutet, daB die Zufallsschwankungen der schnellen
Variablen y in diesem bimodalen Bereich im Zusammenhang mit der
"konjunkturellen Lage", die die Modelldkonomie letztlich (kurz-
fristig) einnimmt, von grundsidtzlich anderer, namlich entscheidender
Bedeutung sind als fir jene in Abbildung 4 bzw. in Abbildung 5 (a),
(g) dargestellten Modellzusammenh@nge, insbesondere auch dann, wenn
die Intensit&dt der Zufallsschwankungen von der Zufallsdariablen y
unabhingig und dariiber hinaus als konstant, wie im vorliegenden

Zusammenhang, angenommen wird.



Anschaulich gesprochen ist somit das vorliegende stochastische
K-V-lodell innerhald des bimodalen Bereiches, was seine unmittel-
bare konjunkturelle Lage d.h. seinen qualitativen Systemzustand
anlangt. gegeniiber einem gleichintensiven Zufallsschock wesentlich
anfdlliger als auBerhaldb dieses Bereiches.

-Das vorliegende Modell hat somit. eine . unter -

schiedliche Fdhigkeit Schocks und ZufallsstSrungen zu absorbieren.
Man kann somit diese stochastische Version des K-V-Modells als
ersten einfachen Versuch ansehen, drei unterschiedliche konjunktur-
theoretische Hypothesen, né@mlich das Leijonhufvud'sche Konzept

der Korridorstabilit#dt, die Uberinvestitionshypothese und die
Hypothese der erratischen Schocks innerhalb eines Modells zu ver-
binden.

Die konkrete Bedeutung von jedem einzelnen dieser drei Argumente

im Zusammenhang mit dem jeweiligen Systemkontext bzw. Ffiir die
Jjeweilige Konjunkturlage dieser Modelldkonomie hingt - wie an-

hand der Graphen in Abbildung 5 deutlich zu sehen ist - letztlich
wesentlich von der "Lage" des langfristigen Gleichgewichtszustandes,
dem Ausmall der jeweiligen Uberinvestition bzw. Desinvestition und
natirlich von der GrdBenordnung der Zufallstdrungen bzw. des Noises
ab. Es ist dies somit letztlich eine Frage der konkreten Parameter-
konstellation des Modells.

Dies leitet zu einer weiteren wichtigen vor allem . Okonometrischen
Implikation dieser Art der nichtlinearen Modellierung im allge -
meinen und dieses stochastischen K-V-Modells im besonderen tiber,
auf die abschlieBend noch kurz hingewiesen werden soll, nicht zu-
letzt deshalb, weil darin ebenfalls ein fundamentaler Unterschied
zur "lIdeologie" der linearen Modellierung offenkundig wird.

Aus der Abbildung 5 ist ersichtlich, daB im Rahmen des vorliegenden
stochastischen K-V-Modells makroskopische, d.h. statistische Aus-

sagen auf der Basis von Erwartungswerten - die {ibliche Praxis der
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an linearen Funktionalzusammenhingen orientierten "Mainstream-
Okonometrie™ - im relevanten, d.h. bimodalen Bereich nicht mehr
reprédsentativ sind.

Um derartige nichtlineare Modelltypen wie das vorliegende doch
schédtztechnisch einigermaBen "sinnvoll" behandeln zu kdnnen, be=-
darf es daher zum Teil formal aufwendiger Adaptionen von Verfahren
und Techniken aus dem Bereich der nichtlinearen Jkonometrie bzw.

Biometrie, auf die hier nicht ndher eingegangen werden kann.zz)

Plir diesen Zweig der statistischen Schitztheorie gilt jedoch

im besonderen, was fiir die Katastrophentheorie und ihre Anwendung

im Bereich der Okonomie im allgemeinen gilt, n#mlich, daB sie noch
am Beginn ihrer Entwicklung steht und die Mdglichkeiten im einzelnen
daher derzeit noch sehr schwer gbzuschitzen sind. Erste Fortschritte
bei dem Versuch, die sogenannte statistische Katastrophentheorie

in das Gebdude der traditionellen Ukonometrie zu integrieren, lassen
jedoch hoffen, daB8 bereits in naher Zukunft eine einigermaBen
leistungsféhige, standardisierte Schétz- und Testtheorie fiir eine
Reihe von auch empirisch relevanten Katastrophenmodelltypen zur

Verfligung stehen wird.23)

22) Einen Uberblick iiber den "state of art" der statistischen
Katastrophentheorie zu Beginn der 80er Jahre geben vor allem
die Arbeiten von Cobb(3) und Cobb/Watson(4).

23) Siehe dazu vor allem Cobb (3), Cobb/Watson (4), Fischer (6) und
Fischer/Jammernegg (7) und die dort zitierte Literatur.
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