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EXTRAPOLATION DES GLEITENDEN 12-MONATSDURCHSCHNITTES
von Dr. A, Wald

Zum Zwecke konjunkturtheoretischer Unter-
suchungen werden hiufig aus gegebenen Zeitreihen
ihre gleitenden 12-Monatsdurchschnitte gebildet.
Es sei ¢ (?) eine gegebene Zeifreihe, wobel wir an-
nehmen wollen, daB die Werte von ¢ () monaflich
gegeben sind. Es bezeichne ¢,z den Wert von ¢ (%)
im k-fen Monat des iten Jahres. Allgemein fiir
eine beliebige Zeitreihe @ (2} bezeichne @, den
Wert von @ (%) im k-ten Monat des iten Jahres.
Bezeichnet man mit ¢ (#) den gleitenden 12-Monats-
durchschnitt von ¢ (7}, so gilt bekanntlich

kL35
3 94+ 5 (@re—sFPie+0)

'__ J=k—=5

wobel @i ;=0;_1,;412 falls j<0, und @;;=
=@p1,y—12 Tfalls j>12 ist Der gleitende
12-Monatsdurchschnitt wird im allgemeinen einen
geniligend glatten Verlauf aufweisen und er kann
in vielen Fillen mit guter Anndherung als die von
zufdlligen und saisonmébigen Schwankungen be-
reinigte Reihe angesehen werden. Der Konjunktur-
statistiker interessiert sich vor allem fiir die von
zufdlligen und saisonm@Bigen Schwankungen be-
reinigte Reihe und kbnnte zu diesem Zweck viel-
fach den gleitenden 12-Monatsdurchschnitt ver-
wenden, wenn er nicht den Nachteil hitte, daB er
fiir die letzten 6 Monate, fiir welche die Ursprungs-
reihe @ (?) noch gegeben ist, nicht berechnet werden
kann. Fiir konjunkturtheoretische Untersuchungen
sind aber gerade die lefzten Werte von besonderem
Interesse. Um diesem Mangel abzuhelfen, wird
hier eine Methode zur Exfrapolation des gleitenden
12-Monatsdurchschnittes entwickelt. Man kann
nattirlich nicht erwarten, da die exfrapolierten
Werte mit den wirklichen Werten, die nach Ablauf
von 6 Monaten auf Grund der hinzugekommenen
6 neuen Daten der - Ursprungsreihe berechnef
werden kdnnen, genau iibereinstimmen. Jede Exira-
polation ist mit einem gewissen Grad von Un-
sicherheit verbunden. Von einer brauchbaren Exira-
polationsmethode kann man hbchstens verlangen,
da® sie in der groBen Mehrheit der Fille Werte

liefert, welche den wirklichen Werten geniigend nahe
kommen. Gegen Ausnahmen ist man jedoch nie
gesichert; auch bei der besten Exfrapolations-
methode kann es vorkommen, daB manchmal
grbBere Abweichungen aufireten.

Es seien nun die mathematischen Grundlagen
der Extrapolationsmethode kurz dargelegt.

Es sei mit s(¥) die Saisonschwankung) und
mit z(?) die Zufallsschwankung der Reihe ¢ (%)
bezeichnet. Die von den Zufalls- und Saison-
schwankungen bereinigte Reihe sei mit f(£) be-
zeichnef, also

@ f@=p@)—s(t)—z().

In den meisten konjunkturstatistischen Reihen
wird f(?) einen ziemlich glatten Verlauf aufweisen
und wird nicht wesentlich vom gleitenden 12-Monats-
durchschnitt abweichen. Wir machen daher die An-
nahme:

I. Es gilt kgl
58 Efu
J=b=I

EIES L

wobei L eine beliebige natiirliche Zahl 2 2 und <5
bedeutet. Das Zeichen ~ bedeufet, dafl die Gleich-
heit nur mit praktischer Anniherung gilt.
Bekanntlich kann die Saisonschwankung im
allgemeinen nicht als eine exakt periodische
Funktion mit der Periodenldnge von 12 Monaten
vorausgesetzt werden, Es kann vor allem die
Intensitdt, aber manchmal auch die Form der
Saisonausschlige mit der Zeit sich langsam
indern, Die Intensititsinderung der Saisonschwan-
kung s (?) kann dadurch ausgedriickt werden,
daB s (?) als das Produkt von zwei Funktionen 4 (%)
und p (¢} dargestellt wird, wobei p () eine exakt
periodische Funktion mit der Periodenldnge von
12 Monaten, und A4 (#) eine mit der Zeif sich
langsam #ndernde, aber sonst beliebige Funktion

1) Um MiBverstindnisse zu vermeiden sei hier bemerkt,
daf unter Saisonschwankung p, D. die Diiferenz zwischen
der Utrsprungsseihe und ihrer salsonbereinigten Reihe ge-
meint wird, und nicht etwa das Verhiiinis der beiden Reihen,
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bedeutett), DaB auch p (¢, also die Form der
Saisonschwankung mit der Zeit sich langsam andert,
kommt seltener vor. Jedenfalls ist die Formver-
inderung der Saisonschwankung, Wwo sie auch
stattfindef, im aligemeinen eine sehr langsame, so
daB innerhalb eines Zeitraumes von etwa zwei
Jahren dies vernachléssigt werden kann. Wir
machen daher die Annahme:

Il Innerhalb eines Zeifraumes Von ZWEL

. Jakren gilt
s B,

wobei p (t) eine exakt periodische Funktion mit
der Periodenlinge von 12 Monaten ist und 2 (t)
eine mit der Zeit sich langsam Enderndé®) aber sonst
beliebige Funktion bedeutel.

Uber die Zufallsschwankung z (%) setzen wir
voraus:

[Il. Das arithmetische Mittel der Werte von
z () in m aufeinanderfolgenden Monaten ist an-
nithernd gleick o, also

kdm

Yz
R

m
Die Annahme III wird im allgemeinen um So
besser erflilit sein, je groBer 2 ist. In vielen Fillen
wird man die Annahme Il auch fiir m = 5 postu-
lieren konnen, fiir 7z =7 wird sie in den meisten
Fiilen mit praktischer Anniherung erfilllt sein.
Ausgehend von den Annahmen I bis "I wird
nachstehend eine Extrapolationsmethode entwickelt.
Fs seien die Werte des gleitenden Durch-
schnittes ¢ (#) bis zum Zeitpunkte 7, (%-ter Monat
des iten Jahres) bekannf, d. h. die Ursprungs-
reiie ist bis zum Zeitpunkt Z, .46 gegeben. Die
Aufgabe ist, auf Grund der gegebenen Daten mbg-
lichst gute Anndherungswerte filr die zukiinftigen
6 Werte 7441,...5¥set6 des gleitenden 12-
Monatsdurchschnittes zu finden, Die Anndherungs-
werte wollen wir zum Unterschiede von den
exakten Werten mit %7 z+1, .. +» ] 146 bezeichnen.
Um die Werte ¥ s41,..-, Pis+6 20 De-
stimmen, bilden wir zunichst fir [=2, 3, 4, 5
das arithmetische Mittel @, der letzten 2141~
Monatswerte der Ursprungsreihe ¢ (?), also

o~ 0.

_ 1) Eine genauere Ausfilhrung dieser Idee befindet sich
in meinem Buche: Berechnung und Ausschaltung von
Saisonschwankungen, Wien 1936.

?) Die langsame Anderung von A (¢ wird in der
Weise verwendet und prizistert, daB zwei Ausdriicke
einander gleichgesetzt werden, die mit um so grdBerer
Genauigkeit einander gleich sind, je langsamer A () sich
dndert. ‘

k46
(3) a =_————j=k+g)j"2l‘z.
W=
Wegen (2) gilt offenbar
k46 EL6 246
Ef:,g Y5z Ez"é
;g =2=EE0— 1+1=k+6-2z+1=:¢+a_ !
W 21 241
Aus den Annahmen I und III folgt dann
k-6
k 82t
@ areo ‘Pi,k+6—z+i%%—:

voransgesetzt, da8 die Giltigkeit von III schon fiir
m =75 angenommen wird. Nimmt man an, dab
I nor fir m>7 gilt, dann gilt (4) nur fir
1=3, 45 '

Um den Wert von v x46—: abzuschitzen,
haben wir gemiB (4) blof den Wert des Aus-

PEN
i k-—i—lfi'él
druckes T annidherungsweise zu bestim-
men. Es gilt offenbar die zu (4) analoge Beziehung
' E+6
' —k}s?ilﬂ +
() dzax,t=t—2ﬁl—'~¢:-1.k+s-t+
£4-6
XSi—1,7
+j=lk-]-5—21 .
also 2141
PN
j—fc-{-ias—zz_:l'j
(®) :Tz'_}TI—NQi—J,: — Pt kb6—L

Die in II postulierte langsame Anderung von
A(#) wird dahin prézisier, dab die Giiltigkeit der
Beziehung

k46 k-§5
S
=k-—5| 51

51, :
(7) j=k;|:§6‘;—'2’l I\Jf — (l=2.| 3! 4) 5)
Si_ -
J‘=lz+5-iztl'j J=k—5ls‘ vl

angenommen wird, Die obige Beziehung gilt offen-
bar um so genauet, je langsamer die Anderung
von A (2} ist. Sind die Saisonschwankungen groB
gegenilber den Zufallsschwankungen und grof
gegeniiber der Anderung des gleitenden 12-Monats-
durchschnittes wihrend eines Jahres, so kann die
rechte Seite von (7) anniherungsweise dem Aus-
druck

k46

2 ey — ¥l

J=k—=5

kEE
j=k_5l991-1.j""¢i—1.k|

gleichgesetzt werden. Es gilt dann wegen )

po
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Aus (4), (6) und (8) ergibt sich dann
©

Phkt6—t AL —

k46
jl:-%'h_slwlij_ ¢£]k[

(@t 1,1— VY1, gt} =

kEﬁ I
R Qi1 j—YPi—1,%|

=Y pt6—t

Die Formel (9) ist giiltig fiir 7—=3,4,5 falls
die Gtitigkeit von III fiir 2> 7 vorausgesetzt wird.
Ist Il auch fir m=35 giiltig, so gilt () auch fiir
I=2. Dagegen kann fir /=0 und =1 die
Gilltigkeit von (8) nicht angenommen werden,
da I fiir <3 im allgemeinen kaum erfiillt sein
wird. Es besteht daher die Aufgabe ¢} sqs ) s1s
und in den Fillen wo die Gtiltigkeit von I fiir
=05 nicht vorausgesetzt wird, auch ¢;z4.q4 zu
bestimmen. Zu diesem Zwecke empfietlt sich
folgendermaBen vorzugehen: man bestimme die
Gerade (bzw. Parabel zweiten Grades, wenn grobere
Genauigkeit erwiinscht ist), welche die letzten
5 Werte wis ¥intt,..., ¥isss (bzW. w7z,
Yik, Yikd1, ooy Yheya falls ) ey nicht nach (8)
berechnet wird) des gleitenden 12-Monatsdurch-
schnittes am besten annihert (etwa die Summe
der Abweichungsquadrate ein Minimum ist). Die
Werte @7 245, 9] k16 (bzw. Piktd, PLats VL ete)
werden den entsprechenden Punkten dieser Geraden

(bzw. Parabel) gleichgesetzt. Diese Extrapolation
rechifertigt sich durch den Umstand, daB in einem
kurzen Zeitintervall von etwa 7 Monaten der
gleitende  12-Monatsdurchschnitt ‘im allgémeinen
durch eine Gerade (bzw. Parabel) gut angeniihert
werden kann. Jedenfalls erhélt man viel genauere
Werte, als wenn man @lzys und @lzpe auf
Grind der Formel (9) berechnen wiirde, da dies
nur dann zuldssig wire, wenn Ill auch fiir m<3
gelten wiirde; was aber im allgemeinen nicht vor-
ausgesetzt werden kann. DaB die Gerade (bzw.
die Parabel) auf Grund von eben 5 Werien be-
stimmt wird, diirfte deswegen zweckmiBig sein,
weil einerseits weniger als 5 Werte die Entwicklungs-
tendenz des gleitenden 12-Monatsdurchschnittes
nicht geniigend gut wiedergeben wiirden, ander-
seits mehr als 5 Werte zu verwenden den Nachteil
hitte, daB die Anndherung durch die Gerade (bzw.
Parabel) auf einen allzu groBen Zeitraum erstreckt
wird. Man kdnnte nun fragen, ob man nicht auch
dann geniigend genaue Werte fitr ¥}spy,...,
¥ &-+6 erhill, wenn man zur Berechnung derselben
(9) gar nicht verwendef, sondern alle 6 Werte
Yik41, -+ Whato SO bestimmt werden, daB man
eine gewisse Anzahl der unmittelbar vorangehenden
Monatswerle des gleifenden 12-Monatsdurch-
schnittes durch eine Gerade (bzw. Parabel) ann#hert
und die Werte 97 441,...,%} 246 denentsprechenden
Punkten dieser Geraden (bzw. Parabel) gleich-
sefzt. Dies wird im allgemeinen, wie an Hand
praktischer Beispiele gezeigt werden kann, nicht
der Fall sein. Erstens erhtht sich die Ungenauigkeit

Vergloich zwischen gleitendem 12-Monatsdwrchschnitt und Anndherung
(logarithmischer MaBstab; in 1000 Einheiten)

300
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wesentlich dadurch, daB statt 2 (bzw. 3), 6 Werte
auf diese Weise zu extrapolieren sind, zweitens
auch dadurch, daB die Annherung von % (%)
durch eine Gerade (bzw. Parabel) auf einen lingeren
Zeitraum erstreckt werden muB.

Wir wollen den ganzen Rechengang an einem
Beispiel veranschaulichen, In der folgenden Tabelle
sind die Ursprungswerte der unferstiiizten Arbeits-
losen filr Osterreich ohne Wien vom Juni 1929 bis
Juni 1931 und der gleitende 12-Monatsdurchschnitt
vom Dezember 1929 bis Dezember 1930 angegeben.

L IL I V. V. VL VILVIL IX. X. XL XIL

1529 61 53 49 51 60 8 l%g
1930 164 182 176 128 g3 80 B3 83 103 132 168
105 107 110 114 117 124 125 128 131 135- 139 141

1831 208 219 215 177 132 112

Wir wollen die Giiltigkeit von Il nur fiir
m2T voraussefzen und mithin werden wir nur
Yiett, Yierz und ¥7zps auf Grund von (9)
berechnen. Der letzte Zeitpunkt, in dem % (£} noch
bekannt ist, ist der Dezember 1930. Also ist in
der Formel (9) {=1930 und %£==12 zu sefzen.

Zunichst berechnen wir 2o, ftir /=3, 4, 5.
Nach Formel (3) ist @10,; nichts anderes als das
arithmetische Mittel der lefzten 27-} 1-Monats-
werte der Ursprungsreihe, also
a.1gau,3 = 1754; @1g0,4 = 162:6;

Die
@1920,4, G1p20,5 werden aus den um ein Jahr
zurfickliegenden Werten gebildet, also

@ 100, 3 = arithmetisches Mittel der 7 Ursprungs-
werte von Dezember 1929 bis Juni 1930=1359;

@ 10,4 = arithmetisches Mittel der 9 Ursprungs-
werte von Okfober 1929 bis Juni 1930==1217;

@ 1929, 5 = arithmetisches Mittel der 11 Ursprungs-
werte von August 1929 bis Juni 1930=1086.
Man bildet dann die Differenzen
Q1920,5— Pi1, £-6—5= @ 1920,5 — P 1920, 13 =
= 1929,5 — Y 1030,1 = 36 = d;
Q19294 — Wi 1, k46— 4= 2 1020,4 — P 1020, 4 =
== @19%0,4 — Pro30, 2 == 147 == dly;
Z1929,3— Pi—1, 8+6—3=—=21920,3— P 1029, 15 =

. =a1mpo,3— Pom,3=250=4ds
Wir berechnen nun die Awusdriicke

a1530,5 = 1485,

k-ﬁﬁ

Jbns P 1030, 7 — P 1030, 12 | =
12§s 536 d

- = un

j _E_s P 1830, 7 — ¥ 1930, 12

k§ﬁ

J=bs P10, — Pimo, 12|=

12550
= _f s P 1920, 7 — Y 1029, 12} = 500,

entsprechenden  Durchschnitte  @jo9,3,

. . 536
Mit dem Verhiltnis Z"Bﬁi

Zahlen multiplizieren wir die Differenzen di, dy, da.
Man erhiilt dann

Ad,=di

= 1'07 dieser

=385; Ad,=d}=1573;
Eda——“dé =2771.

GemiB (9) ist dann

W ki1 = Wiom, 13 = VYiear,1 = Zigzo, 5 — & { = 144'65
Phat2= P, u = Piga,2= 14687
P, i3 = Wioao, 15 == Year, 3 = T 130,38 — €3 = 14769

4
& 1630,4 —dy =

Um die Werte von ¢* in den Monaten April,
Mai, Juni 1931 zu berechnen, bestimmen wir die
Gerade, fiir welche die Summe der Abweichungs-
quadrate von den 5 Werten v 1w, 11, ¥ 1030, 12, %1931, 1
P12, o,z ein Minimum wird. Bekanntlich ist
die Steigung A dieser Geraden durch die Formel
gegeben

2 (031,53 — Prgz0,11) -+ (Pieat, 2 — Yresn,10)
10

Bezeichnet man das arithmetische Mitel der
5 Werte g1, im0, 12, ¥i@,1, Ple,z und
Yles1,3 mit #, so ist der Wert dieser Geraden im
April, bzw. Mai, bzw. Juni 1931 gleich x--34,
bzw. p+-44, bzw. g} 54, Es gilt daher

=232

Pim,4=p+34=1508
Yo, s=p -+ 44 =15312
Yig,e=p 54 =15544

Untenstehend sind die wirklichen Werte
und die extrapolierten Werte 3* nebeneinander
gestellt. Die wirklichen Werte ¢ wurden mit Ver-
wendung von 6 weiteren Ursprungswerten (von
Juli 1931 bis Dezember 1931) berechnet.

Wiz, 1 = 144;
Y1031,z = 146;
P11,z = 148;
Y13, ¢ = 150;
Pie31,5 = 152;
P 1g31,6 = 195;

¥'1e31,1 = 145;
Yien, 2 = 147;
Y1313 = 148;
P, 4 = 151;
Y'e1,5 = 153;
Piea, 6 = 155.

Die Ubereinstimmung ist in diesem Falle aus-
gezeichnet gut. In der folgenden Tabelle geben
wir fiir die Reihe der unterstiitzten Arbeitslosen
fir Osterreich ohne Wien die Ursprungswerte ¢,
die gleitenden I12-Monatsdurchschnitte < und
deren nach obiger Methode berechnefen Anndhe-
rungswerte " a.
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83 87 8 85 B84 82

143 165 168 124 82 6l
9% 9 9 05 95 06
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164 183 176 128 97 &3
105 107 110 114 117 121
104 106 107 109 110 112

205 219 2158 177 132 112 114 131 160 197
144 146 148 150 152 155 160 162 165 169
145 147 148 151 153 155 157 161 160 164 166 168

228 234 233 208 176 160 157 160 164 176 194 220
173 178 182 186 189 182 163 195 196 108 200 202
173 176 180 184 167 191 193 I 195 187 198 199

243 255 251 229 203 18% 177 171 164 160 167 188
204 205 206 205 203 201 198 195 102 188 B4 181
205 207 210 212 215 218 200 201 196 196 195 193

212 217 206 183 It 144 137 133 I3f 135 150 173
177 174 171 169 167 166 165 164 163 163 162 162
177 174 174 170 168 165 163 161 160 158 156 154

199 206 200 198 156 135 121 113 110 111 129 156
161- 159 157 155 153 152 150 150 149 148 147 147
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184 167 193 169 145 131 124 120 120 127 143 166
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146 145 144 144 1243 142 151 I51 152 162 153 153
190 183
144 142
145 143
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In der Abbildung Seite V sind die drei
Reihen graphisch dargestellt. Die Reihe * bildet
hier keine steiig fortlaufende Reihe, sie reprisentiert
vielmehr 22 verschiedene Beispiele fiir die Extra-
polation. Jedes Halbjahr, von Jinner bis Juni, bzw.
vor Juli bis Dezember, stellt ein gesondertes
Beispiel dar, da die Werte von ¢* von Jdnner bis
Juni in jedem Jahr.so berechnet wurden, daB die
Ursprungswerte bis Juni des betreffenden Jahres
(und mithin ¢ bloB bis Dezember des vorher-
gehenden Jahres) als bekannt vorausgesetzt wurden,
und die Werte 4" von Juli bis Dezember dagegen
so berechnet wurden, daB die Ursprungswerte bis

Dezember des befreffenden Jahres (und mithin 4
bis Juni des betreffenden Jahres) als bekannt vor-
ausgesefzt wurden.

Wie aus der Figur und der Tabelle If ersichtlich
ist, liefern die 22 Beispiele zufriedenstellende Er-
gebnisse, abgesehen von 4 Fillen, wo groBere
Abweichungen zwischen v und " auftreten und
zwar fritt dies in den ersten Hélften der Jahre
1930, 1933, 1936 und in der zweiten Hilfie von
1933 ein. Das ungitnstige Ergebnis von 1933
erklirt sich dadurch, daB im Jahre 1933 eine
plétzliche starke Verschiebung des Tiefpunktes der
Saijsonbewegung stattfindet. Auch in den Jahren 1930
und 1936 tritt eine gewisse unregelméBige Anderung
in der Saisonbewegung auf. Wie eingangs erwiihnt
wurde, kann von keiner Exfrapolationsmethode
erwartet werden, daB sie immer gufe Ergebnisse
liefere. Es besteht immer die Moglichkeit, daB eine
Zeitreihe zufolge besonderer Umstinde pldtzlich
ihren Verlauf #ndert. In solchen Fillen versagt
dann jede Extrapolation. Die Brauchbarkeit einer
Extrapolationsmethode ist bereits gegeben, wenn
sie in der groBen Mehrzahl der Fille gute Ergeb-
nisse liefert, und mehr als dies kann man von ihr
gar nicht verlangen,

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB bei Reihen,

wo keine Saisonschwankungen auftreten, die Extra-
polation von ¢ wesentlich einfacher ist. In diesem
Falle folgt nimlich aus:(4)
@) Yirrs—1~veL=Yirte— (1=2,3,4,5).
Die Werte 9% ¢4.5, 7% 2+6 (falls (4') fiir /=2 nicht
verwendet wird, auch 9% . 4) werden so berechnet,
dab man die 5 Werte ¥/,2—1, P58 ¥%+1, Vet
Wikts (bzw. die Werte 9y, Y5041, e Phets)
durch eine Gerade (Parabel) approximiert und die
Werte 9% 2.5, ¥ 516 (bzw. auch 9% z.4.5) den ent-
sprechenden Punkien dieser Geraden (Parabel)
gleichsetzt.



